
Wyk÷ad nr 4. FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH
Niech R2 = f(x; y) : x; y 2 Rg oraz niech f : R2 � X ! R b¾edzie funkcj ¾a ze

zbioru X w zbiór R: Funkcj¾e f nazywamy funkcj ¾a dwóch zmiennych. Piszemy przy
tym z = f(x; y):
Zauwa·zmy, ·ze wykresy funkcji dwóch zmiennych tworzymy w przestrzeni trójwymi-

arowej (analogicznie wykresy funkcji jednej zmiennej rysujemy w przestrzni dwuwymi-
arowej). Przyjmujemy nast¾epuj ¾ac ¾a ori¾etacj¾e w przestrzeni trójwymiarowej:

Wykresy niektórych funkcji dwóch zmiennych:

1. Równanie z = f(x; y) = Ax+By+C opisuje p÷aszczyzn¾e w przestrzeni trówymi-
arowej.
Zauwa·zmy, ·ze równanie z = C opisuje p÷aszczyzn¾e równoleg÷¾a do p÷aszczyzny
xOy:
Dodtkowo, równania x = D oraz y = E opisuj ¾a równania p÷aszczyzn równoleg÷ych
do p÷szczyzny odpowiednio yOz oraz xOz (ale nie s ¾a wykresami funkcji z =
f(x; y)):
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2. Równanie z = f(x; y) = x2 + y2 opisuje tzw. paraboloid¾e obrotow ¾a.
Istotnie. Zauwa·zmy, ·ze dziedzin ¾a funkcji f jest zbiór D = R2 a zbiorem wartósci
jest zbiór Z = [0;+1) : Zbadajmy przeci¾ecia wykresu funkcji f z p÷aszczyznami
z = C: Dla C < 0 przeci¾ecia s ¾a zbiorami pustymi. Dla C = 0 mamy x2 + y2 =
0 () x = 0 ^ y = 0 () (0; 0); czyli przeci¾eciem jest punkt (0; 0; 0): Dla
C = 1 mamy x2 + y2 = 1; co geometrycznie przedstawia okr ¾ag o promieniu 1
narysowany na "wysokósci" z = 1 (tzn. środek okr¾egu jest w punkcie (0; 0; 1): Dla
C = 2 mamy x2 + y2 = 2; co geometrycznie przedstawia okr ¾ag o promieniu

p
2

narysowany dla z = 2: Ogólnie przeci¾eciami wykresu funkcji f z p÷aszczyznami
z = C > 0 s ¾a okr¾egi o promieniach

p
C:

Dalej, zauwa·zmy, ·ze przeci¾eciem wykresu funkcji f z p÷aszczyzn ¾a x = 0 jest
parabola z = y2: Czyli
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3. Post¾epuj ¾ac analogicznie jak poprzednio, zauwa·zmy, ·ze wykresem funkcji z =
f(x; y) =

p
x2 + y2 jest sto·zek (górny).

4. Rozwa·zmy funkcj¾e z = f(x; y) =
p
R2 � x2 � y2: Dziedzin ¾a funkcji f jest zbiór

D = f(x; y) : R2�x2�y2 � 0g; czyli x2+y2 � R2; co geometrycznie przedstawia
ko÷o o promieniu R i środku w punkcie (0; 0; 0): Innymi s÷owy, tylko dla punk-
tów (x; y) nale·z ¾acych do tego ko÷a istnieje wartóśc z: Zauwa·zmy, ·ze przeci¾eciami
wykresu funkcji f z p÷szczyznami z = C; gdzie 0 � C < R; s ¾a okr¾egi a dla C = R
punkt. Dla pozosta÷ych C przeci¾ecia s ¾a zbiorami pustymi.
Dalej, dla x = 0 otrzymujemy z =

p
R2 � y2; czyli górny pó÷okr ¾ag. Ostatecznie

wykresem funkcji z = f(x; y) =
p
R2 � x2 � y2 jest (górna) pó÷sfrera o środku

(0; 0; 0) i promieniu R:

Oczywíscie z = f(x; y) = �
p
R2 � x2 � y2 przedstawia doln ¾a pó÷sfrer¾e o środku
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(0; 0; 0) i promieniu R:

4.1 Równaie z2 = R2 � x2 � y2 nie jest wykresem funkcji, ale jest sklejeniem dwóch
wykresów z =

p
R2 � x2 � y2 oraz z = �

p
R2 � x2 � y2: Czyli x2+y2+z2 = R2

przedstawia sfer¾e o promieniu R i środku w punkcie (0; 0; 0):
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Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, wprowadza si¾e najwa·zniejsze po-
j¾ecia z analizy matematycznej, czyli: poj¾ecie granicy funkcji, ci ¾ag÷ósci funkcji, pochod-
nej (cz ¾astkowej) funkcji, itd.

Uwaga 0.1 Dok÷adniej zajmiemy si ¾e jedynie poj ¾eciem pochodnej cz ¾astkowej
i jej zastosowaniami.

Pochodne cz ¾astkowe rz¾edu pierwszego
Za÷ó·zmy, ·ze funkcja f o równaniu z = f(x; y) jest okréslona w pewnym otoczeniu

punktu (x0; y0). Przez analogi¾e do pochodnej funkcji jednej zmiennej wprowad́zmy
nast¾epuj ¾ac ¾a de�nicj¾e:

De�nicja 0.1 Pochodn ¾a cz ¾astkow ¾a rz ¾edu pierwszego funkcji f w punkcie (x0; y0) wzgl ¾e-
dem zmiennej x nazywamy granic¾e w÷ásciw ¾a postaci

lim
�x!0

f(x0 +�x; y0)� f(x0; y0)
�x

i oznaczamy symbolem
@f(x0; y0)

@x
lub fx(x0; y0):

Interpretacja geometryczna pochodnej cz ¾astkowej @f(x0;y0)
@x

:

Kolorem zielonym przedstwiony jest wykres funkcji z = f(x; y): Przez punkt (x0; y0)
prowadzimy p÷aszczyzn ¾e równoleg÷a do p÷aszczyzny xOz (kolor czerwony - przerywany).
Zauwa·zmy, ·ze cz ¾ésci ¾a wspóln ¾a wykresu funkcji f oraz p÷aszczyzny jest wykres funkcji
jednej zmiennej (niebieski). Tak wi ¾ec (jak to mia÷o miejsce w przypadku pochodnej
funkcji jednej zmiennej), wartóśc pochodnej @f(x0;y0)

@x
jest wspó÷czynnikiem kierunkowym

stycznej (kolor ·zó÷ty) wystawionej w punkcie (x0; y0; f(x0; y0)).
Granic¾e w÷ásciw ¾a postaci

lim
�y!0

f(x0; y0 +�y)� f(x0; y0)
�y
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nazywamy pochodn ¾a cz ¾astkow ¾a rz ¾edu pierwszego funkcji f wzgl ¾edem zmiennej y i oz-
naczamy

@f(x0; y0)

@y
lub fy(x0; y0):

Interpretacja geometryczna @f(x0;y0)
@y

jest analogiczna jak @f(x0;y0)
@x

:

Przyk÷ad 0.1 Korzystaj ¾ac z de�nicji obliczýc pochodn ¾a cz ¾astkow ¾a rz ¾edu pierwszego
funkcji f wzgl ¾edem zmiennej x oraz y w punkcie (x0; y0) = (2; 1); gdzie

f(x; y) =
x

x� y :

Na pocz ¾atek obliczymy @f(2;1)
@x

: Mamy

f(x0; y0) = f(2; 1) =
2

2� 1 = 2

oraz

f(x0 +�x; y0) = f(2 + �x; 1)
w miejsce x wstawiamy 2+�x

=

=
2 +�x

2 + �x� 1 =
2 + �x

1 + �x
:

To

lim
�x!0

f(x0 +�x; y0)� f(x0; y0)
�x

=

lim
�x!0

2 + �x

1 + �x
� 2

�x
= lim

�x!0

��x
1 + �x
�x

=

lim
�x!0

��x
(1 + �x)�x

= lim
�x!0

�1
1 + �x

= �1

Czyli @f(2;1)
@x

= �1:
Obliczymy @f(2;1)

@y
: Mamy

f(x0; y0) = f(2; 1) =
2

2� 1 = 2

oraz
f(x0; y0 +�y) = f(2; 1 + �y) =

2

2� (1 + �y) =
2

1��y :

To

lim
�y!0

f(x0; y0 +�y)� f(x0; y0)
�y

=

lim
�y!0

2

1��y � 2

�y
= lim

�y!0

�y

1��y
�y

=

lim
�y!0

�y

(1��y)�y = lim
�y!0

1

1��y = 1:
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Uwaga 0.2 Je·zeli w ka·zdym punkcie obszaru D okréslona jest pochodna cz ¾astkowa
funkcji f to mówimy, ·ze w obszarze D okréslona jest funkcja zwana pochodn ¾a cz ¾astkow ¾a
tej funkcji.

Oznaczenia

@f

@x
lub

@

@x
(f) lub fx;

@f

@y
lub

@

@x
(f) lub fy:

×atwo zauwa·zýc, ·ze do obliczania pochodnych cz ¾astkowych stosujemy te same wzory
i w÷asnósci jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, traktuj ¾ac zmienn ¾a po której
pochodnej nie liczymy jako parametr (sta÷¾a).

Przyk÷ad 0.2 Obliczýc @f
@x
oraz @f

@y
, gdzie f(x; y) = 3x2y � 5py:

Obliczymy @f
@x
pami ¾etaj ¾ac, ·ze funkcje zale·zne od zmiennej y traktujemy jako sta÷e (poniewa·z

liczymy pochodn ¾a po x;co sugeruje symbol @x w wyra·zeniu @f
@x
):

Mamy

@f

@x
=

@

@x

�
3x2y � 5py

� stosujemy wzór na pochodn ¾a ró·znicy
=

=
@

@x

�
3x2y

�
� @

@x
(5
p
y)

wy÷¾aczamy sta÷e
=

= 3y � @
@x

�
x2
�
� 5py � @

@x
(1)

korzystamy ze znanych wzorów
=

= 3y � 2x� 5py � 0 = 6xy:

Obliczymy @f
@y
pami ¾etaj ¾ac, ·ze funkcje zale·zne od zmiennej x traktujemy jako sta÷e (poniewa·z

liczymy pochodn ¾a po y;co sugeruje symbol @y w wyra·zeniu @f
@y
):

Mamy

@f

@y
=

@

@y

�
3x2y � 5py

� stosujemy wzór na pochodn ¾a ró·znicy
=

=
@

@y

�
3x2y

�
� @

@y
(5
p
y)

wy÷¾aczamy sta÷e
=

= 3x2 � @
@x
(y)� 5 � @

@x
(
p
y)

korzystamy ze znanych wzorów
=

= 3x2 � 1� 5 � 1

2
p
y
= 3x2 � 5

2
p
y
:

Przyk÷ad 0.3 Obliczýc @f
@x
oraz @f

@y
, gdzie f(x; y) =

x

x� y :
Mamy

@f

@x
=

@

@x

�
x

x� y

�
stosujemy wzór na pochodn ¾a ilorazu

=

=
@
@x
(x) � (x� y)� x � @

@x
(x� y)

(x� y)2
=
1 � (x� y)� x � 1

(x� y)2
=

=
�y

(x� y)2
:
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Dalej

@f

@y
=

@

@y

�
x

x� y

�
stosujemy wzór na pochodn ¾a ilorazu

=

=

@
@y
(x) � (x� y)� x � @

@y
(x� y)

(x� y)2
=
0 � (x� y)� x � (�1)

(x� y)2
=

=
x

(x� y)2
:

Uwaga: ostatni ¾a pochodn ¾a mo·zna obliczýc inaczej. Mianowicie:

@f

@y
=

@

@y

�
x

x� y

�
wy÷¾aczamy sta÷¾a

= x � @
@y

�
1

x� y

�
=

= x � @
@y
(x� y)�1 stosujemy wzór na pochodn ¾a f-cji z÷o·zonej=

= x � (�1) � (x� y)�2 � @
@y
(x� y) =

= x � (�1) � (x� y)�2 � (�1) = x

(x� y)2
:

Poniewa·z @f
@x
=

�y
(x� y)2

oraz @f
@y
=

x

(x� y)2
; to @f

@x
liczona w punkcie (2; 1) wyniesie

�1
(2� 1)2

= �1 oraz @f
@y
liczona w punkcie (2; 1) wyniesie

1

(2� 1)2
= 1 (patrz Przyk÷ad

0.1).

Zadanie 0.1 Obliczýc ze wzorów pochodne cz ¾astkowe rz ¾edu pierwszego funkcji f (czyli
@f
@x
oraz @f

@y
); gdzie

a) f(x; y) = 3 sin x cos y � 2x

3y2
: Odp.:

@f

@x
= 3 cos x cos y � 2

3y2
;

@

@y
= �3 sin x sin y + 4x

3y3
:

b) f(x; y) = e2x�5 ln y. Odp.:
@f

@x
= 2e2x�5 ln y;

@

@y
=
�5
y
e2x�5 ln y:

c) f(x; y) =
x2 � y2
3x+ 4y

Odp.:

@f

@x
=
3x2 + 8xy + 3y2

(3x+ 4y)2
;

@f

@y
= �23xy + 2y

2 + 2x2

(3x+ 4y)2
:
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