Wyklad nr 4. FUNKCJE DWOCH ZMIENNYCH

Niech R?* = {(z,y) : x,y € R} oraz niech f : R* O X — R bedzie funkcja ze
zbioru X w zbiér R. Funkcje f nazywamy funkcja dwéch zmiennych. Piszemy przy
tym z = f(z,vy).

Zauwazmy, ze wykresy funkcji dwéch zmiennych tworzymy w przestrzeni tréjwymi-
arowe]j (analogicznie wykresy funkcji jednej zmiennej rysujemy w przestrzni dwuwymi-
arowej). Przyjmujemy nastepujaca origtacje w przestrzeni tréjwymiarowej:

Ll

Wykresy niektérych funkeji dwéch zmiennych:

1.

Roéwnanie z = f(x,y) = Ax+ By+ C opisuje plaszczyzne w przestrzeni tréwymi-
arowe;j.

Zauwazmy, ze réwnanie z = (' opisuje plaszczyzne réwnolegla do plaszczyzny
xQ0y.

Dodtkowo, réwnania x = D oraz y = E opisuja réwnania plaszczyzn rownoleglych
do plszczyzny odpowiednio yOz oraz xOz (ale nie sa wykresami funkcji z =

f(x,y))
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2. Réwnanie z = f(z,y) = 2 + y* opisuje tzw. paraboloide obrotowa.

Istotnie. Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbiér D = R? a zbiorem wartosci
jest zbior Z = [0,400) . Zbadajmy przeciecia wykresu funkcji f z plaszczyznami
z = (. Dla C < 0 przeciecia sg zbiorami pustymi. Dla C' = 0 mamy 22 + 3> =
0 < z2=0Ay=0 <= (0,0), czyli przecigciem jest punkt (0,0,0). Dla
C = 1 mamy 22 + y? = 1, co geometrycznie przedstawia okrag o promieniu 1
narysowany na "wysokoéci" z = 1 (tzn. $rodek okregu jest w punkcie (0,0, 1). Dla
C = 2 mamy 22 + 3? = 2, co geometrycznie przedstawia okrag o promieniu /2
narysowany dla z = 2. Ogdlnie przecieciami wykresu funkcji f z plaszczyznami
z = C > 0 sa okregi o promieniach v/C.
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Dalej, zauwazmy, ze przecieciem wykresu funkcji f z plaszczyzng x = 0 jest
parabola z = y?. Czyli

<



3. Postepujac analogicznie jak poprzednio, zauwazmy, ze wykresem funkcji z =

f(z,y) = /x% + y? jest stozek (gérny).

4

4. Rozwazmy funkcje z = f(z,y) = /R? — 22 — y2. Dziedzing funkcji f jest zbiér
D = {(z,y) : R?—2*—y? > 0}, czyli 2? +y* < R?, co geometrycznie przedstawia
koto o promieniu R i $rodku w punkcie (0,0,0). Innymi stowy, tylko dla punk-
téw (z,y) nalezacych do tego kota istnieje warto$é z. Zauwazmy, ze przecieciami
wykresu funkcji f z plszczyznami z = €, gdzie 0 < C' < R, sa okregiadlaC = R
punkt. Dla pozostalych C' przeciecia sg zbiorami pustymi.

Dalej, dla x = 0 otrzymujemy z = / R? — y?, czyli gérny pétokrag. Ostatecznie
wykresem funkcji z = f(z,y) = /R? — 22 — 42 jest (gérna) pélsfrera o érodku
(0,0,0) i promieniu R.

4

b

Oczywiscie z = f(z,y) = —+/R? — 2% — y? przedstawia dolng pélsfrere o érodku



(0,0,0) i promieniu R.

4.1 Réwnaie 22 = R? — 22 — 2 nie jest wykresem funkcji, ale jest sklejeniem dwdéch

wykresow z = \/R? — 22 — y2 oraz 2 = —/R%2 — 22 — y2. Czyli 22 +y?> + 22 = R?

przedstawia sfere o promieniu R i $rodku w punkcie (0,0, 0).
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Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, wprowadza sie najwazniejsze po-
jecia z analizy matematycznej, czyli: pojecie granicy funkcji, ciagtosci funkcji, pochod-
nej (czastkowej) funkgji, itd.

Uwaga 0.1 Doktadniej zajmiemy sie jedynie pojeciem pochodnej czagstkowej
1 jej zastosowaniama.

Pochodne czastkowe rzedu pierwszego

Zalézmy, ze funkcja f o réwnaniu z = f(z,y) jest okre$lona w pewnym otoczeniu
punktu (xo,%0). Przez analogie do pochodnej funkcji jednej zmiennej wprowadzmy
nastepujaca definicje:

Definicja 0.1 Pochodng czgstkowa rzedu pierwszego funkcji f w punkcie (xo, yo) wzgle-
dem zmiennej x nazywamy granice wtasciwag postact

lim flxo + Az, yo) — f(z0, y0)
Az—0 Al’

1 oznaczamy symbolem

af(xo; Yo)
ox

Interpretacja geometryczna pochodnej czgstkowej

lub fx(x(J?yO)'

f(z0,%0) .
ox .

Kolorem zielonym przedstwiony jest wykres funkcji z = f(x,y). Przez punkt (xq,yo)
prowadzimy ptaszczyzne réwnolegla do plaszczyzny xOz (kolor czerwony - przerywany).
Zauwazmy, 2e czescig wspdlng wykresu funkcji f oraz plaszczyzny jest wykres funkcyi
jednej zmiennej (niebieski). Tak wiec (jak to miato miejsce w przypadku pochodnej
funkcji jednej zmiennej), wartosé pochodnej W jest wspotczynnikiem kierunkowym
stycznej (kolor zotty) wystawionej w punkcie (xq, yo, f(xo, yo))-

Granice wtasciwg postaci

m f(zo, yo + Ay) — f(xo, v0)




nazywamy pochodng czqstkowq rzedu pierwszego funkcji f wzgledem zmiennej y i oz-

naczamy
of (170, yo)
dy

Interpretacja geometryczna %ﬁ;yo) jest analogiczna jak

lub fy(mmyo)'

df(xo0,y0)
ox :

Przyklad 0.1 Korzystajgc z definicji obliczyc pochodng czastkowq rzedu pierwszego
funkcji f wzgledem zmiennej x oraz y w punkcie (xg,yo) = (2,1), gdzie

T
Na poczatek obliczymy %. Mamy
F(ro.0) = F2,1) = =2
./,UO’ yO - 9 2 _ 1 —
oraz
f(wo + Ax, yO) _ f(2 + AJ?, 1) w miejsce x wiawz‘amy 24+Azx
B 2+ Ax 2+ Ax
24 Az—1 14 Az’
To
lim f(xo+ Az, y0) — f(20,%0) _
Azx—0 Ax
14 Ar C o 14 Ar
AlicrEO Ax a AlachEO Axr
—Ax -1

lim —— I -
aemo (1+Az) Az arcol+ Az
Czyli o/(21) {(;,1) =-1

Obliczymy %z’l). Mamy

=f(2,1)= —— =2
f(x()?y[)) f( ) ) 2_1
oraz 9 9
Ay) = f(2,1+ Ay) = = .
f($0>y0+ y) f(? + y) 2—(1+Ay) 1_Ay
To
i f(@o, yo + Ay) — flzo,y0) _
Ay—0 Ay
2 Ay
lim 1-Ay = lim 1—Ay:
Ay—0 Ay Ay—0 Yy
Ay 1




Uwaga 0.2 Jezeli w katdym punkcie obszaru D okreslona jest pochodna czagstkowa
funkcji f to mowimy, e w obszarze D okreslona jest funkcja zwana pochodng czgstkowq
tej funkcyi.

Oznaczenia

of
oy ub % (£) Iub [,

of
g, ub % (f) lub f,.

Latwo zauwazy¢, ze do obliczania pochodnych czastkowych stosujemy te same wzory
i wlasnoSci jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, traktujac zmienng po ktorej
pochodnej nie liczymy jako parametr (stala).

Przyklad 0 2 Obliczyc 8£ omz L gdzie f(x,y) = 3%y — 5,/

Oblzczymy 5, bamietajac, Ze funkcye zalezne od zmiennej y traktujemy jako state (poniewa’
liczymy pochodng po x,co sugeruje symbol Ox w wyrazeniu %).

Mamy

of

stosujemy wzor na pochodnq réznicy
xX

a wylgczamy stale
<3x2y>——ax (5yp) "

a a korzystamy ze znanych wzoréw
= 3 g, (@) =5V 5o () S

= 3y 2z —5\/y-0=6zy.

0
ox
9
Oz

Oblzczymy , bamictajgc, ze funkcje zalezne od zmiennej x traktujemy jako state (poniewa

liczymy pochodn@ po y,co sugeruje symbol Oy w wyrazeniu g—i).

Mamy
8 a stosujemy wzor na pochodng réznic
a_f _ 6_(3x2y_5\/§>t jemy a_pochodng Y
Yy
8 a wylgczamy state
— 932~ %5 ylaczamy
Ay ( T y) 8y( \/g)
0 0 korzystamy ze znanych wzoréw
= 3372'3—%@)—5'%(\/@ A
1 5)
= 322 1-5- —— =322 - —.
2./7 2./7
Przyklad 0.3 Obliczyé 8£ omz gdzze flz,y) = T
r—y
Mamy
g _ 2 T stosujemy wzor 'rgpochodnq ilorazu
ox ox —y
o m@ @y e g@—y 1-(@-y—z-1_
(x—y)* (z—y)*
N —Y
(z—y)’



Dalej

0f . 0 < x > stosujemy wzdr na pochodng ilorazu

dy Iy \z—vy
o m@E—y - gy 0@y - (1)
(x—y)* (z~y)°
T -y

Uwaga: ostatniq pochodng mozina obliczyc inaczej. Mianowicie:

% . g T wytgczamy statq T g 1 .
gy Oy \z—y a oy\z—y)

R 2 (SL’ - y)_l stosujemy wzor na @chodnq f-cji ztozonej
dy
= ) @) ey =
T
= z-(-1)-(e-y) " (-]) = —.
(z —y)
Poniewaz % = % oraz g—i = ﬁ, to % liczona w punkcie (2,1) wyniesie
r—y r—y
—1 5
= —1 oraz & liczona w punkcie (2,1) wyniesie =1 (patrz Przyktad
(2 _ 1)2 oy p ( ) Y (2 o 1)2 (p Y
0.1).

Zadanie 0.1 Obliczyé ze wzordw pochodne czqstkowe rzedu pierwszego funkcji f (czyli
% oraz g—i), gdzie

2
a) f(x,y) =3sinzcosy — 3—:2 Odp.:
Y

g = 3cosxrcosy — l
or Y 3y?’
0 9 - 4z
— = —3sinzsin —.
oy 4 3y3
b) flz,y) = 231y, Odp.: o
L _9 2x—51Iny
ox c ’
2 — __562x75lny.
dy y
22 — 2

of  3x* + 8xy + 3y?

or  (3r +4y)°

of 23:63/ + 2% + 222
dy (32 + 4y)°



